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ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ЗАДАЧИ МЕХАНИКИ В ПРИКЛАДНОЙ ТЕОРИИ
СЛУЧАЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ
Немцов В.Б.
Some probability problems in an applied mechanics o f  the random vibration are discussed.
В Белорусском государственном технологичес­
ком университете разработан и читается односе­
местровый курс по прикладной теории случайных 
колебаний. Слушателями курса являются успева­
ющие на хорошо и отлично студенты четвертого 
курса, обучающиеся по специальности «Машины 
и механизмы лесного комплекса». Рассмотрим 
структуру и основные особенности указанного 
курса.
Прежде всего отметим, что при изложеюш со­
временной теоретической механики мы сталкива­
емся с необходимостью привлеказъ методы теории 
вероятностей в сшіу того, что вероятностное опи­
сание содержится в исходных принципах механи­
ки, определяющих движение и равновесие тел, оно 
присуще природе механического движения.
Уже при изложении статики приходится ука­
зывать, что фактически заданные силы не могут 
быть определены с абсолютной точностью и не 
M o iy r рассматриваться как достоверные величины, 
они всегда находятся с неизбежной погрешно стью, 
их значения имеют некоторый разброс и описыва­
ются некоторыми распределениями вероятностей, 
определяемыми опытным путем.
Особенно часто приходится сталкиваться с ве­
роятностной природой сил в динамике механичес­
ких систем. Например, зачастую возмущающие 
силы представляют собой случайный процесс. 
Хорошо известным примером служит воздействие 
случайных неровностей дороги на колеса транс­
портных средств. Под действием возмущающих 
случайных сил возникают вынужденные случай­
ные колебания.
При введении понятия о начальных условиях 
мы также встречаемся с неопределенностью зна­
чений начальных положений материальных точек 
и их скоростей в силу невозможности их точного 
определения. Фактически начальные условия за­
даются с некоторой погрешностью, имеют неиз­
бежный разброс и моіут быть строго оішсаны в 
терминах теории вероятностей с помощью неко­
торых функций распределения.
Если это распределение (для наглядности рас­
сматриваем дисперсию начальных состояний ма­
териальных точек) не испытывает существенных 
изменений (дисперсия неограниченно не возрас­
тает) при последующем движении материальных 
точек, то возможно одаозначно предсказать их дви­
жение в том смысле, что можно определить транс­
формацию начального распределения, обусловлен­
ную движением системы. Трансформированная 
функция распределения позволяет рассчитать сред­
ние положения и скорости материальных точек
системы и их дисперсии не только при конечном 
времени движения, но и при t .
Наглядным примером служит эллипс рассеи­
вания попаданий пуль или снарядов в мшпень при 
конечном времени их движения. Само существо­
вание указанного эллипса говорит о разбросе на­
чальных условий для этих тел.
Но если движение неустойчиво, то при t 
дисперсия состояния системы резко увеличивает­
ся и мы сталкиваемся в ряде случаев с возникно­
вением детерминированного хаоса. В общем слу­
чае можно сказать, что при потере устойчивости 
происходит качественное изменение функции рас­
пределения состояния системы.
Подобные представления фактически содер­
жатся в определении устойчивости движения ме­
ханических систем, предложенном А.М. Ляпуно­
вым. Но А.М. Ляпунов не вводил вероятностные 
характеристики начального и последующего состо­
яний движущихся механических систем. Это было 
сделано М. Борном в 1958 году. Таким образом, 
следует различать внешний и внутренний харак­
тер случайностей, возникающих при движении 
системы.
В курсе прикладной теории колебаний исполь­
зуются сведения не только из теории вероятнос­
тей, но и по теории рядов Фурье и интегралов Фу­
рье. Учитьшая, что слушателями яв;иются студен­
ты четвертого курса и что изложение упомянутых 
разделов математики бьшо, как правило, формаль­
ным (оно не насыщалось конкретными примера­
ми), приходится повторить изложение элементов 
теории рядов и интегралов Фурье, а также теории 
вероятностей.
При этом экскурсия в математику сопровожда­
ется рядом примеров, связаішых с механикой лес­
ных машин. При повтореішй теории вероятностей 
решаются ряд задач из Сборника задач И.В. Мещер­
ского (в последішх изданиях содержатся вероятно­
стные задачи механики).
Например, большой интерес у слушателей вы­
зывает вероятностная задача о торможении автомо­
биля, о преодолении препятствия дорожным катком 
и другие задачи. При анализе динамики торможе­
ния рассматривается задача о расчете плотности 
вероятности тормозного пути по известной плотно­
сти вероятности для начальной скорости автомоби­
ля при неизмешюм его замедлении. Небезынтерес­
но, что при нормальном законе распределения на­
чальной скорости распределение вероятности для 
тормозного пути перестаег быть нормальным.
При изложении йнтеіралов Фурье рассматри­
вается задача о вынужденном движении осцилля­
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тора при наличии линейных сил сопротивления 
под действием произвольно изменяющейся со вре­
менем возмущающей силы. В результате находит­
ся частотная передаточная функция. В физике она 
называется функцией реакции.
Этот пример позволяет обсудить актуальную 
задачу о линейном отклике (реакции) не только 
механической системы но и термодинамической 
системы на действие возмущающей силы. В итоге 
студенты получают начальные представления о так 
называемой теории реакции, играющей важную 
роль в современной статистической механике не­
равновесных процессов.
Анализ этого примера приводит к необходимо­
сти рассмотреть теорему о свертке двух функций и 
ее преобразование Фурье. Кроме того вводится по­
нятие о 5 -функции и показывается, что функция 
реакции описывает смещение осциллятора при дей­
ствии 5 -образной возмущающей силы..
Больщое внимание уделяется корреляционной 
теории случайных функций и, в частности, под­
робно рассматриваются стационарные случайные
функции. Здесь анализируются наиболее часто 
встречающиеся модели корреляционных функций: 
чисто экспоненциальная функция и функции гар­
монического типа, модулируемые экснонентой.
Изучается также спектральная теория корреля­
ционных функций, причем изложение сопровож­
дается подробным расчетом спектральных плот­
ностей для введенных ранее моделей корреляци­
онных функций. Рассматривается понятие о белом 
глуме и с помощью § -функции определяется вид 
соответствующей кoppeJJЯциoннoй функции.
В заключении курса рассматривается определе­
ние корреляционных функций по результатам опы­
тов в случае стационарного случайного процесса.
Можно надеяться, что предложенный курс бу­
дет иметь важное значение не только при подго­
товке инженеров-механиков лесного комплекса, но 
и при обучении специалистов других направлений. 
Кроме того, рассматриваемый курс усиливает фун­
даментальную подготовку инженеров и демонст­
рирует больщое прикладное значение фундамен­
тальных наук.
РАСЧЕТ КИНЕМАТИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 
В СФЕРИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ МАТРИЧНЫМ МЕТОДОМ
Локтионов Л.В.
Analytical dependenciesfor calculating speed and acceleration o f the point are obtained by matrix method. 
The given methodology is usedfor robots—manipulators working in spherical system o f coordinates.
В работах [1, 2] скорость v и ускорение a в 
сферической системе координат определяются как 
частный случай их расчета в ортогональных кри­
волинейных координатах. Для расчета скорости 
определяются частные производные от декартовых 
координат X, у, z  точки по соответствующим кри­
волинейным qj, q ,^ q  ^и находятся коэффициенты 
Ляме Hj Н^, Н^. Модуль скорости v точки опреде­
ляется из выражения = q^Hf + q^Hl + фз Щ ,
Для расчета ускорения также используются 
коэффшщенты Ляме, определяются соответствен­
но частные производные от квадрата скорости по 
обобщенным криволинейньпи скоростям и
координатам q ,^ q ,^ q  ^и полные производные по 
времени от получештых соответствующих разно­
стей частных производных по <? я д .
Такая методика расчета кинематических пара­
метров достаточно трудоемка. Искомые V и а оп­
ределяются только в проектщях на подвижные сфе­
рические оси координат R, ę, 0  связагаше с дви­
жущейся точкой М.
В работах [3, 4] скоро стьТ и ускорение а по­
лучены с использованием векторного анализа. 
Матричное исчисление использовано в работе [3] 
для преобразования от прямоугольных и цилинд­
рических к сферическим системам координат.
Рассмотрим матричный метод расчета кине­
матических параметров в сферических коорди­
натах и применим изложенную методику к ро- 
боту-манипулятору с тремя степенями подвиж­
ности [5, 6].
Аналитические исследования по расчету кине­
матических параметров точки М (рис. 1, а) матрич­
ным методом вьшолнены для случая, когда она 
совпадает с началом координат Y^Z^. В общем 
случае, который здесь не рассматривается, коор­
динаты Zg^ ćO.
В прямоугольной неподвижной системе коор­
динат дуг положение вектора^ (рис. 1) опреде­
ляется текущими координатами х, у, z точки М. В 
сферической подвижной системе координат по­
ложение точки М определяется расстоянием R, уг­
лом фи углом 0 . Введем также подвижные систе­
мы координат Xj, у^, z у, х^, у^, z^, начало которых 
находится в точке О. Указанные на рисунке 1, а, 
б, в системы координат составляют между собой 
углы, косинусы которых образуют матрицы А^.
Проекции абсолютной скорости^ и ускорения^ 
точки М определены как на неподвижные оси ко­
ординат дуг, так и на подвижные сферические оси 
координат Ajj, 7^, (R, ę, 0).
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